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Monoténnost, extrémy funkce

Definice:
Monotonnost a derivace
Funkce f(x) je spojita na intervah{ua; b> a ma v kazdém badntervalu (a;b) derivaci. Pak plati:

funkce f(x) je konstantni na interval{e;b) praw tehdy, kdyz f'(x) =0 pro viechnax (a;b)
(
(
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funkce f(x

funkce f(x) je neklesajici na intervalie; b) praw tehdy, kdyZ f'(x) = 0 pro vSechnaxd(a;b)
(

funkce f(x) je nerostouci na interval(ta; b> praw tehdy, kdyz f x)s 0 pro v§echna<D(a; b)

je rostouci na interval(e;b) praw tehdy, kdyz f'(x) >0 pro viechnax O (a;b)
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funkce f(x) je Klesajici na interval(a;b) praw tehdy, kdyz f'(x) <0 pro viechnax [ (a;b)

Lokalni extrémy funkce:
Funkce f(x) ma v bod x, 0D(f) lokalni minimum tehdy a jen tehdy, existuje-li ¢ak 3-okoli
bodu x,, Ze pro viechna z tohoto okoli platif (x)> f(x,).
Funkce f (x) ma v bod x, 0D(f) lokalni maximum tehdy a jen tehdy, existuje-lida&3-okoli
bodu x,, Ze pro v8echna z tohoto okoli platif (x) < f(x,).
Nutna podminka pro existenci lokalniho extréemu:
Ma&-li funkce f(x) v bods x, lokalni extrém, pak hiiderivace f'(x,) neexistuje, nebo existuje-,
je f'(x,)=0.
Prvni postaujici podminka existence lokalniho extremu:
Nech je funkce f (x) v bod x, spojité ax, je bod, ve kterém fife nastat lokalni extrém. Potom:
« existuje-li takové-okoli bodux,, Ze f'(x) >0 pro levéd-okoli bodux, a f'(x)<0 pro
pravéd-okoli bodux,, pak ma funkcef (x) v bodt x, lokalni maximum.
« existuje-li takové-okoli bodux,, Ze f'(x) <0 pro levéd-okoli bodux, a f'(x)>0 pro
pravéd-okoli bodux,, pak ma funkcef (x) v bods x, lokalni minimum.
Postup (dle 1 postajici podminky existence lokalniho extrému):
1) Urcime D(f).
2) Urcime f'(x).
3) Polozime f'(x)=0 a rovnici vyesime.
4) Ur¢ime body, ve kterych mohou nastat extrémy.
5) Sestavime tabulku, do které zapiSeme znamér’l(qd pro jednotlivé intervaly. Zjistime je

prostednictvim pomocnych vyg@ba.
6) Na zaklad predchozich zjigni formulujeme z&kr.
Druha postéujici podminka existence lokalniho extrému:
Nech’ f'(x,)=0 a nechi v bods x, existuje druha derivacé”(x;).

Je-li £"(x,) >0, pak ma funkcef (x) v bodt x, lokalni minimum.
Je-li £"(x,) <0, pak ma funkcef (x) v bodt x, lokalni maximum.
Postup pi uréovani globalnich extréin
1) Na intervalu(a; b) nalezneme body, v nichz funkce nabyva lokalnidnéex.

2) K nim pridame krajni body intervalu a ziskame mnozinuibpddezelych.
3) Pro vSechny podéeglé body ukime funkini hodnoty studované funkce aadime je podle
velikosti.
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4) V bodé(bodech), v amz je funkni hodnota nejtsi, nabyva funkce na daném intervalu
globalniho maxima, v b@dbodech), v 8mz je funkni hodnota nejmensi, globalniho
minima.

Resené pfiklady:

Priklad 1.

Zjistste, zda ma funkce = f(x) = x* v bods x, = 0 lokalni extrém

Zjistime, zda v bo#l x, = 0 mize nastat lokalni extrem:

Funkcey = f(x) = x* ma prvni derivacBx?. V bod x, = O je derivace3x® = 0QProtoze
f'(0)=0, maZze v bod x, = 0 nastat lokalni extrém.

Nyni vyreSimed-okoli bodux, = Q

Prox>0je f(x)=x*= f(x)>0

Prox< Oje f(x)=x* = f(x)<0

V 3-okoli bodux, = Opro x# 0 neplati f (x)> f(x,) ani f(x)< f(x,). Tedy funkce nema v bed
X, =0 lokalni extrém.

Priklad 2.

Zjistste, zda ma funkeey = f(x) =|X v bodt x, = 0 lokalni extrém

Zjistime, zda v bo#l x, = 0 mize nastat lokalni extrem:

Protoze f'(0) neexistuje, mZe v bod x, = 0 nastat lokalni extrém.

Nyni vyreSimed-okoli bodux, = Q

Prox> 0Oje f(x)=|{=x= f(x)>0

Prox< Oje f(x)=|q=-x= f(x)>0

V 3-okoli bodux, = Oje f(x)> f(x,), pro x # 0. Tedy funkcey = f(x)=|X nabyva v bod
X, =0 lokalniho minima.

Piiklad 3.
Najdi lokalni extrémy funkcey = f(x) = x* — 2x?
Postup (dle 1 postajici podminky existence lokalniho extrému):
1) Ureime D(f).
2) Uréime f'(x).
3) Polozimef'(x)=0 a rovnici vye$ime.
4) Ur¢ime body, ve kterych mohou nastat extrémy.
5) Sestavime tabulku, do které zapiSeme znaméh(oé pro jednotlivé intervaly. Zjistime je
prostednictvim pomocnych vy.

6) Na zaklad predchozich zjig&ni formulujeme z&kr.
D(f)=R, funkce je spojita kazdém biad
f'(x) = [x4 - 2x2]' = 4x° - 4x
4x° -4x=0
Axx+1){x-1)=0=x,=0,x, =-1,x, =1
Extrém miZe nastat v bodect), - 11
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Pomocné vypéty:
f'(-2)=4-2)’-4{-2)=-24<0

(Ll o2
(-t

f'(3)=40(3)° -4B=108-12=96>0

f !

X (- ei-1) (-10) (02) (L)

f'(x) — + — +

v bod x = -1 nastane lokalni minimum
v bod x = 0 nastane lokalni maximum
v bod x =1 nastane lok&lni minimum

Priklad 4.
Najdi lokalni extrémy funkcey = f (x) = (x—1)?
D(f)=R, funkce je spojita kazdém bodefinicniho oboru.

t(x) =[(x-1] =2fx-1)=2x-2
2x-2=0=x=1

extrém niize nastat v badl
pomocné vypéty:
f'(-2)=-4-2=-6<0
f'(2)=4-2=2>0

X (= ei1) (t:0)

f'(x) — +

funkce ma lokalni minimum
Pozn. jde o kvadratickou funkci, vrchol lezi v hc{dto]

Priklad 5.
. ; _ x* 2., 3,
Najdi lok&lni extrémy funkcey = f(x)—j—gx X +2

D(f) =R, funkce je spojita v kazdém badefinicniho oboru.

I

4
f'(x) = X 2 3| = me - 2me - Sax= 0 - 267 -3x
4 3 2 4 3 2

x®—-2x*-3x=0

x[{x? —2x-3)=0= x=00x* ~2x-3=0= X, = 0,X, = -1 X, =3
extréemy mohou nastat v bodeeh  1,0;3

pomocné vypéty:
f'(-2)=(-2)°-2@-30-2)=-8-8+6=-10<0

1 1\ 11 3.7
#(-05)=—1-2F -af-1]=-1-1,3-7
(-0s) 8 4 SEE 2} s 2727 8"
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f'l :E—E—§=—1_5<O
2) 8 4 2 8

f'(25)=-4,375<0
f'(4)=64-32-12=20>0

X (= ei-1) (-10) (03) (8)

f'(x) — + —~ +

v bod x = -1 nastane lokalni minimum
v bod x =0 nastane lokalni maximum
v bod® x = 3 nastane lokalni minimum

Piiklad 6.

3
Najdste lokalni extrémy funkcey = f(x) = % -x2-3x+11

Postup (dle 2. postajici podminky existence lokalniho extrému):
1) Urgime D(f)
2) Urgime f'(x)
3) Polozimef'(x)=0 a rovnici vye$ime.
4) Urc¢ime body, ve kterych mohou nastat extrémy.
5) Ur¢ime f (x) Zax postup® dosazujeme vSechny hodnoty, ve kterych mohou hasta

extrémy. Vypétené hodnoty porovname s nulou
6) Na zaklad predchozich zjigni formulujeme z&sr.
D(f) =R, funkce je spojita kazdém bodefinicniho oboru.

I

3

f'(x){%—x2 —3x+1l} =§[:Bx2 ~2x-3+0=x2-2x-3

X*=2x=-3=0=> % =3x,=-1

£7(x) = (x? —2x-3) =2x-2
f"(3)=6-2=4>0
f"(-1)=-2-2=-4<0

Funkce ma v bad -1 lokalni maximum.
Funkce ma v bad 3 lokalni minimum.
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