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Monotónnost, extrémy funkce 

Definice: 
Monotónnost a derivace 
Funkce ( )xf  je spojitá na intervalu ba;  a má v každém bodě intervalu ( )ba;  derivaci. Pak platí: 

funkce ( )xf  je konstantní na intervalu ba;  právě tehdy, když ( ) 0=′ xf  pro všechna ( )bax ;∈  

funkce ( )xf  je neklesající na intervalu ba;  právě tehdy, když ( ) 0≥′ xf  pro všechna ( )bax ;∈  

funkce ( )xf  je nerostoucí na intervalu ba;  právě tehdy, když ( ) 0≤′ xf  pro všechna ( )bax ;∈  

funkce ( )xf  je rostoucí na intervalu ba;  právě tehdy, když ( ) 0>′ xf  pro všechna ( )bax ;∈  

funkce ( )xf  je klesající na intervalu ba;  právě tehdy, když ( ) 0<′ xf  pro všechna ( )bax ;∈  

Lokální extrémy funkce: 
Funkce ( )xf  má v bodě ( )fDx ∈0  lokální minimum tehdy a jen tehdy, existuje-li takové δ-okolí 

bodu 0x , že pro všechna x  z tohoto okolí platí ( ) ( )0xfxf > . 

Funkce ( )xf  má v bodě ( )fDx ∈0  lokální maximum tehdy a jen tehdy, existuje-li takové δ-okolí 

bodu 0x , že pro všechna x  z tohoto okolí platí ( ) ( )0xfxf < . 

Nutná podmínka pro existenci lokálního extrému: 
Má-li funkce ( )xf  v bodě 0x  lokální extrém, pak buď derivace ( )0xf ′  neexistuje, nebo existuje-li, 

je ( ) 00 =′ xf . 

První postačující podmínka existence lokálního extrému: 
Nechť je funkce ( )xf  v bodě 0x  spojitá a 0x  je bod, ve kterém může nastat lokální extrém. Potom: 

• existuje-li takové δ-okolí bodu 0x , že ( ) 0>′ xf  pro levé δ-okolí bodu 0x  a ( ) 0<′ xf  pro 

pravé δ-okolí bodu 0x , pak má funkce ( )xf  v bodě 0x  lokální maximum. 

• existuje-li takové δ-okolí bodu 0x , že ( ) 0<′ xf  pro levé δ-okolí bodu 0x  a ( ) 0>′ xf  pro 

pravé δ-okolí bodu 0x , pak má funkce ( )xf  v bodě 0x  lokální minimum. 

Postup (dle 1 postačující podmínky existence lokálního extrému): 
1) Určíme ( )fD . 

2) Určíme ( )xf ′ . 

3) Položíme ( ) 0=′ xf  a rovnici vyřešíme. 
4) Určíme body, ve kterých mohou nastat extrémy. 
5) Sestavíme tabulku, do které zapíšeme znaménka ( )xf ′  pro jednotlivé intervaly. Zjistíme je 

prostřednictvím pomocných výpočtů. 
6) Na základě předchozích zjištění formulujeme závěr. 

Druhá postačující podmínka existence lokálního extrému: 
Nechť ( ) 00 =′ xf  a nechť v bodě 0x  existuje druhá derivace ( )0xf ′′ . 

Je-li ( ) 00 >′′ xf , pak má funkce ( )xf  v bodě 0x  lokální minimum. 

Je-li ( ) 00 <′′ xf , pak má funkce ( )xf  v bodě 0x  lokální maximum. 

Postup při určování globálních extrémů 
1) Na intervalu ( )ba;  nalezneme body, v nichž funkce nabývá lokálních extrémů. 
2) K nim přidáme krajní body intervalu a získáme množinu bodů podezřelých. 
3) Pro všechny podezřelé body určíme funkční hodnoty studované funkce a seřadíme je podle 

velikosti. 
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4) V bodě(bodech), v němž je funkční hodnota největší, nabývá funkce na daném intervalu 
globálního maxima, v bodě (bodech), v němž je funkční hodnota nejmenší, globálního 
minima. 

Řešené p říklady: 

Příklad 1. 
Zjistěte, zda má funkce ( ) 3xxfy ==  v bodě 00 =x  lokální extrém 

Zjistíme, zda v bodě 00 =x  může nastat lokální extrém: 

Funkce ( ) 3xxfy ==  má první derivaci 23x . V bodě  00 =x  je derivace 03 2 =x . Protože 

( ) 00 =′f , může v bodě 00 =x  nastat lokální extrém. 

Nyní vyřešíme δ-okolí bodu 00 =x : 

Pro 0>x  je ( ) ( ) 03 >⇒= xfxxf  

Pro 0<x  je ( ) ( ) 03 <⇒= xfxxf  

V δ-okolí bodu 00 =x  pro 0≠x  neplatí ( ) ( )0xfxf >  ani ( ) ( )0xfxf < . Tedy funkce nemá v bodě 

00 =x  lokální extrém. 

Příklad 2. 
Zjistěte, zda má funkce ( ) xxfy ==  v bodě 00 =x  lokální extrém 

Zjistíme, zda v bodě 00 =x  může nastat lokální extrém: 

Protože ( )0f ′  neexistuje, může v bodě 00 =x  nastat lokální extrém. 

Nyní vyřešíme δ-okolí bodu 00 =x : 

Pro 0>x  je ( ) ( ) 0>⇒== xfxxxf  

Pro 0<x  je ( ) ( ) 0>⇒−== xfxxxf  

V δ-okolí bodu 00 =x  je ( ) ( )0xfxf > , pro 0≠x . Tedy funkce ( ) xxfy ==  nabývá v bodě 

00 =x  lokálního minima. 

Příklad 3. 
Najdi lokální extrémy funkce ( ) 24 2xxxfy −==  
Postup (dle 1 postačující podmínky existence lokálního extrému): 

1) Určíme ( )fD . 

2) Určíme ( )xf ′ . 

3) Položíme ( ) 0=′ xf  a rovnici vyřešíme. 
4) Určíme body, ve kterých mohou nastat extrémy. 
5) Sestavíme tabulku, do které zapíšeme znaménka ( )xf ′  pro jednotlivé intervaly. Zjistíme je 

prostřednictvím pomocných výpočtů. 
6) Na základě předchozích zjištění formulujeme závěr. 

( ) RfD = , funkce je spojitá každém bodě. 

( ) [ ] xxxxxf 442 324 −=′−=′  

( ) ( ) 1 ,1 ,00114

044

321

3

=−==⇒=−⋅+⋅⋅
=−

xxxxxx

xx
 

Extrém může nastat v bodech: 1 ,1 ,0 −  
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Pomocné výpočty: 

( ) ( ) ( ) 02424242 3 <−=−⋅−−⋅=−′f  
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−⋅−






−⋅=






−′f  
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2

1
4

2

1
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3

<−=
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′f  

( ) ( ) 0961210834343 3 >=−=⋅−⋅=′f  
x  ( )1;−∞−  ( )0;1−  ( )1;0  ( )∞;1  

( )xf ′  – + – + 

v bodě 1−=x  nastane lokální minimum 
v bodě 0=x  nastane lokální maximum 
v bodě 1=x  nastane lokální minimum 

Příklad 4. 
Najdi lokální extrémy funkce ( ) ( )21−== xxfy  

( ) RfD = , funkce je spojitá každém bodě definičního oboru. 

( ) ( )[ ] ( ) 22121 2 −=−⋅=
′

−=′ xxxxf  
1022 =⇒=− xx  

extrém může nastat v bodě 1 
pomocné výpočty: 

( ) 06242 <−=−−=−′f  

( ) 02242 >=−=′f  
x  ( )1;∞−  ( )∞;1  

( )xf ′  – + 

funkce má lokální minimum 
Pozn. jde o kvadratickou funkci, vrchol leží v bodě [ ]0;1  

Příklad 5. 

Najdi lokální extrémy funkce ( ) 2
2

3

3

2

4
23

4

+−−== xx
x

xfy  

( ) RfD = , funkce je spojitá v každém bodě definičního oboru. 

( ) xxxxxxxx
x

xf 322
2

3
3

3

2
4

4

1
2

2

3

3

2

4
232323

4

−−=⋅−⋅−⋅=
′









+−−=′  

( ) 3 ,1 ,00320032

032

321
22

23

=−==⇒=−−∨=⇒=−−⋅
=−−

xxxxxxxxx

xxx
 

extrémy mohou nastat v bodech 3 0; ;1−  
pomocné výpočty: 

( ) ( ) ( ) 010688234222 3 <−=+−−=−⋅−⋅−−=−′f  

( ) 0
8

7

2

3

2

1

8

1

2

1
3

4

1
2

8

1
5,0 >=+−−=







−⋅−⋅−−=−′f  
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′f  

( ) 0375,45.2 <−=′f  

( ) 0201232644 >=−−=′f  
x  ( )1;−∞−  ( )0;1−  ( )3;0  ( )∞;3  

( )xf ′  – + – + 

 
v bodě 1−=x  nastane lokální minimum 
v bodě 0=x  nastane lokální maximum 
v bodě 3=x  nastane lokální minimum 

Příklad 6. 

Najděte lokální extrémy funkce ( ) 113
3

2
3

+−−== xx
x

xfy  

Postup (dle 2. postačující podmínky existence lokálního extrému): 
1) Určíme ( )fD  

2) Určíme ( )xf ′  

3) Položíme ( ) 0=′ xf  a rovnici vyřešíme. 
4) Určíme body, ve kterých mohou nastat extrémy. 
5) Určíme ( )xf ′′ . Za x postupně dosazujeme všechny hodnoty, ve kterých mohou nastat 

extrémy. Vypočtené hodnoty porovnáme s nulou 
6) Na základě předchozích zjištění formulujeme závěr. 

( ) RfD = , funkce je spojitá každém bodě definičního oboru. 

( ) 320323
3

1
113

3
222

3

−−=+−−⋅=
′









+−−=′ xxxxxx

x
xf  

1;3032 21
2 −==⇒=−− xxxx  

( ) ( ) 22322 −=′−−=′′ xxxxf  

( ) 04263 >=−=′′f  

( ) 04221 <−=−−=−′′f  
Funkce má v bodě 1−  lokální maximum. 
Funkce má v bodě 3 lokální minimum. 
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