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Limita funkce, spojitost

Definice:

Definice okoli Okolim boduaJ R nazyvame libovolny otéeny interval, ktery ve svém
vhitiku obsahuje bod, zna&imeO(a). Ryzim (téZ prstencovym) okolim boduozumime
mnoZzinuO(a) —{a} , znaiime O(a). Okolim boduw rozumime libovolny interval tvar{iA;+e),

kdeA je realnéislo a okolim bodu-co interval (- «; A). Ryzim okolim nevlastnich bad
rozumime totéz, co okolingghto bodt.

Limita funkce Neclt a:LOR" a f :R - R. Nech’ je funkcef definovana v §akém ryzim
okoli bodua. Rekneme, Ze funkdema v bod a limitu rovnuéisluL, jestlize ke kazdému okoli
O(L) boduL existuje ryzi okolO(a) bodua takové, Ze pro libovoln&10(a) je f(x)OO(L).
Pl'éemelxirr; f(x)=L nebof(x) - Lprox - a

Vlastni a nevlastni limitaPokudL O R, nazyva se limita vlastni, pokud{—o;+x jejdna se o

limitu nevlastni.
Definice limity. Neclt a,LOR a f : R — R.Rekneme, Ze funkce f ma v bod limitu rovnu

gisluL, jestlize ke kazdéma > 0 existujed > Otakové, Ze pro libovoln&(a—d:a+d),
x#a plati f(x)O(L-&L+é&).

Bude-li alJ R" a nahradime-li ve vySe uvedené definici netplndioR(a) pravym okolim
O*(a), obdrzime definiciimity zprava funkcef v bod a. Podob#g, nahradime-liO(a )levym
okolim O™ (a), ziskame definiciimity Zleva funkcef v bodt a. Tyto limity zna&ime Xlin; f(x)a

lim f(x)

y A

testovacl bod

cilovy bod

- T

a - I

Limitni proceslim f(x) =L
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éta o limit sowtu. rozdilu, sotinu a podilu dvou funkci.
(1= 9)=tm 0 o)
m(f () () = im 1 (x) tim g(x)
() im0
L*‘(Q(X)J ~limg(x)

Spojitost funkce
Funkcef je spojitd v bod adJD(f), je-li lim f(x)=f(a). Nahradime-li tuto limitu limitou

zprava (respektive zleva), ziskame definici spsjiteprava (respektive spojitosti zleva) funkce
v bodt a. Funkcef se nazyva spojita na intervdlyjestlize je spojita v kazdém vinim bod I,
spojita zprava v levém krajnim bud (pati-li tento bod dd) a spojita zleva v pravém krajnim
bod | (pafti-li tento bod dol).VSechny elementarni funkce jsou spojité na kazdésrvalu,
ktery jecasti jejich defintniho oboru.

Véta o spojitosti satiu, rozdilu, sotinu a podilu dvou funkci

Souet, rozdil a sotin funkci spojitych na intervalli je opst spojitou funkci nd. Podil dvou
spojitych funkci na intervalu | je spojitou funktdl za gedpokladu, Ze funkce ve jmenovateli je
nenulova ve vSech bodecti] | .

Véta o spojitosti sloZzené funkce

Nect?’ lim f (x)=b, lim g(y) = L a existuje ryzi okolD(a) takové, Ze prac10O(a) je f(x)#b.

Potomlxirr; a(f(x))=L.

Znédmé limity:

1 o1 1 )
im==0 lim==0 I| — = - lim==o0
X—w X X=X -x x-0+ X
1 1 o o
lim— =0 lim = neex lim a* = +0 a1(0,1) lim a* =0a0(0,1)
x—oo X x-0 X X - =00 X - +00
lim a* = 0al(L+w) lim a* = +o0 a [ (1,+o)
X — —00 X — +00
lim sinx neex lim sinx neex lim cosx neex lim cosx neex
X — +00 X — —00 X — +00 X — —00
lim tgx = +oo lim tgx = —oo lim cotgx = —oo lim cotgx = +oo
WL wL T X—0- X0+
2- 2+
. sinx . tgx . ef-1 . In(1+x
im——=1 I|mi=1 lim =1 Ilmgzl
X-0 X X-0 X X-0 X X-0 X
lim log,a =+, je-li ad(01) lim log,a = -, je-l al(1;+o)
X -0+ X -0+
lim log,a=-o, je-li ad(01) lim log,a =+, je-li ad(l;+o)
X — +oo X — +00
IimInx=-w lim In X =4
X -0+ X - 400

Resené pfiklady:
Vypoctéte limity funkci, pokud existuji:
n%@m@:o

{2 ).
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fim X 73X+ (-1°-3-1)+1_-1+3+1
el x=2 -1-2 -3

lim (2x® - 2x° + 2) = lim 2x° [ﬁl—is +i5j
X X x* X

lim (x* = x> +5)= lim (x“ [ﬁl—iz+i4D =wl=co

X0 X0 X® X

=-1

00

. x? X V| . X X . X .1 o 1_
lim +——|=lim +lim =lim +lim—=—+"=w
x-o 2x =1 X+1 2 1

VXZ -2 +X (XZ‘Z)Z‘XZ —2
. [v2 — o _y|=1i Ix?2 =2 — x| E "2 =i = =
IXITO( X -2 X) lemo( X2 X) VX2 =2+X & VX? =2+x  ®+® °

) 3x[€x—1j
3X° =X _ - 3)_ .

lim>2X "X =i _ =lim~ >/ =_3-_2
x-0 siNn3X  x-0  siN3X x-0 SIN3X 1 3
3X
sinx —sinx sinx —sinx [£0osx

. tgx—sinx .. . . 1-cosx _,. 1-cosx 1+cosx _
Ilmgz—,:llm COSX =i COSX =lim=; =lim d
x-0 X“[$INX x-0 X“[$INX x-0 X [$InX x-0 x> [EOSX x-0 X* [EOSX 1+cosx

1-cos X . [ sin*x 1 1
lim =lim| ——0O =1g=1
x-0 X Ed:osx[ﬂl+cosx) x-o x> cosx[{l+cosx) 2 2

fim X X*-4 2442x _ . (x+2)ifx-2)dev2x) | (x+2)dx-2)rfp+42x) _

x-22 - J_ a o 2 2442x r 4-2x x-2 (-2) [{x- 2)
e

e[ﬁex—l) e -1
im &= = jim etﬁe_) i 2D

e
. m-=— =—
x-0 SiN2X x-» Sin2X xaoo sin2x x-o  SIN2X 2

. (sin2x 3 ) _, _[sin2x . 3 2 7
lim - =lim —lim > =—-3=-—
x-0{  3X X“+1) x-0 2x 3) x-0x“+1 3 3
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