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Vektory, operace s vektory — Z3

Orientovana usecka

M¢jme dvojici bodil A, B (na piimce, v rovin€ nebo prostoru), které spojime a vznikne tak
useCka. Pokud budeme rozliSovat, zda je spojime od A k B nebo od B k A, fikdme, Ze vznika
orientovana usecka AB (pokud spojujeme od A k B) nebo BA (opac¢né) a prvni bod (v piipadé
orientované Usecky AB je to bod A) nazyvame pocdtecnim bodem a druhy (v ptipadé AB bod B)
koncovym bodem.

Pokud plati A = B, pak usecku nazyvame nulovou orientovanou tiseckou AA, kterd ma tyz
pocatecni i koncovy bod A.

Velikost orientované viseCky AB je velikost usecky AB (,,bez orientace") — tedy vzdalenost
bodli A a B.

Vektory

Vektor je objekt, ktery ziskame tak, Ze ,,namnoZime*
orientovanou usecku AB. Kazd4 orientovand dsecka AB ndm
urCuje smér a velikost (vzdalenost mezi A, B) a zaroven je
umisténa v prostoru (rovin€, pfimce), coZ umoznuji pevné
dané body A, B. Pokud zachovame pouze smér a velikost a
»zkopirujeme‘ AB kamkoliv (vznikne tim dalS$i orientovana
usecCka s jinymi body), vznikne nekonec¢né mnoho kopii AB a
ziskdame vektor. Use¢ky na obrazku jsou pak umisténi
vektoru, coZ zapisujeme u = AB nebo u = GH.

Z toho jiz vyplyva definice vektoru:
Vektor je mnoZina vSech souhlasné orientovanych usecek téze velikosti.
Nulovy vektor (oznacujeme — 0) je mnozina vSech nulovych orientovanych tsecek.

Poznamka.
V nékterych literaturach se pro oznaceni vektoru také pouziva symbolu u .

Souradnice vektort

Mg¢jme vektor u (nenulovy) a jedno jeho umisténi AB (orientovana tusecka). Bod A ma
soutadnice [a;; az; as] (v prostoru jsou soutradnice 3, v rovin¢ 2 a na piimce 1) a bod

B [b1; by; bs], pak pro soutadnice vektoru u plati u; = by — ay, up = by — as, u3 = bz — as, coz
zapisujeme u = (u;; up; u3) (v roviné ma vektor pouze dvé soutradnice a na ptimce jen jednu).
Nulovy vektor ma soufadnice o = (0; 0; 0).

Cviceni 1.

Je déan pravidelny Sestitihelnik ABCDEF se stfedem S kruznice opsané. Rozhodnéte, které
z uvedenych dvojic orientovanych usec¢ek maji tyZ smér:

a)AB,DE  b)AB,FC  c¢)ES,EB d) AB, EF e) AB, ED f) CS, FC

Nakreslime obrazky kazdé situace a podle sméru Sipek rozhodneme:
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a) Sipky sméfuji opaénym smérem — usecky nemaji stejny smer
E D

@

A B

b) Sipky sméfuji stejnym smérem — tsecky maji stejny smér

1
o

B
o]

o

¢) Sipky sméfuji stejnym smérem — UseCky maji stejny smeér
E D

e

A B
d) Sipky sméfuji riznym smérem — usecky nemaji stejny smér
E, D

@

A B
e) Sipky sméfuji stejnym smérem — UseCky maji stejny smeér
E D

@

A B
f) Sipky smé&fuji opacnym smérem — tsecky nemaji stejny smeér
E D

¥

a

“y
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Cviceni 2.
Zobrazte pravidelny Sestithelnik ABCDEF a jeho stfed oznacte S. Pomoci uvedenych sedmi

bodu (vrcholl a stfedu Sestitihelniku) zapiSte v§echna moZné umisténi vektoru
ayu=SC b)v=AC.

Nakreslime Sestidhelnik a vyzna¢ime zadané umisténi vektoru. Poté postupné umistujeme dany
vektor na jind mista:
a)u=AB,u=ED,u=FS,

E D
F C
A B
b)v=AC,v=FD
E D
F C
A B

Cviceni 3.

V roving jsou dany bod A, B. Vypocitejte vektor v = AB, je-1i dano:
a) A[3, 2], B[-2, 4]

b) A[3, 2,-1], B[2, 2, 1]

Dosadime do vzorce pro vypocet soufadnic vektoru.

a)v=(vi; )

vi=b;—a; va=by—as
vi=-2-3=-5  v,=4-2=2
v=(-5;2)
b) v =(vi; va; v3)
vi=bi—a vw=by—a vi=by—a3
M=2-3=-1 1m=2-2=0 w=1l-(-1)=2
v=(-1;0;2)

Cviceni 4.
Zjistéte, zda orientovand usecka AB je umisténim vektoru u = (5, -3), je-li dano A[-3, 2],
B[2,-1].

AB = (2—(—3);—1— 2) =(5;—-3) — usecka je umisténim vektoru u.
Cviceni 5.

Zjistéte, zda orientovand usecka CD je umisténim vektoru v = (3, 1, —4), je-li dano C[2, -3, 1],
D[5, -2, -3].

CD = (5— 2, —2—(—3),—3—1) =(3,1,—4) — udsecka je umisténim vektoru v.



Vyukovy materidl pro predmét MATEMATIKA
reg. & projektu CZ.1.07/1.1.10/01.0007

Cvicni 6.
Orientovand usecka AB je umisténim vektoru u. Urcete souradnice koncového bodu B, je-li ddno
All,7],u=(3,-8).

Ptredpokldadejme, Ze bod B ma souiadnice B[xg, yg]. Dosad’me opét do vzorce pro vypocet
soutfadnic vektoru:

3=x,-1 8=y, =7

xz=4 yg=-—1
Soutadnice bodu B jsou B[4, —1].

Cviceni 7.
Orientovand usecka CD je umisténim vektoru v. Urcete soufadnice po¢itecniho bodu C, je-li
ddno D[10, 3,6] v=(8, 3,9).

Ptedpokladejme, Ze bod C ma soutadnice C[x¢, yc]. Dosad'me opét do vzorce pro vypocet
soufadnic vektoru:

8=10—x, 3=3-y, 9=6-=z.

X =2 ye=0 2. =-3
Soutadnice bodu C jsou C[2, 0, -3].

Priklad 1.

Znazornéte pravidelny Sestiboky hranol ABCDEFA'B'C'D'E'F'. Vyhledejte na ném vSechny
orientované usecky urcené usporddanymi dvojicemi vrchold hranolu, které jsou dal$imi

umisténimi vektoru
a)a=BC b)b=AC



Vyukovy materidl pro predmét MATEMATIKA
reg. & projektu CZ.1.07/1.1.10/01.0007

Priklad 2.

V roving jsou dany bod A, B. Vypocitejte vektor v = AB, je-1i dano:
a) A[_l, _6], B[z’ _5]

a3 5] gl L1
127 6 2" 3

¢) A[-2,-3,-2], B1, -2, 4]

palt 5 3| [0 21
|5 6 8 10 3 6

Priklad 3.

Zjistéte, zda orientovand usecka AB je umisténim vektoru u = (5, -3), je-li dano
a) A[l, -1], B[4, 2]

b) A[_S’ _2]? B[_3?1]

C) A[_67 5]7 B[_l’ 2]
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Priklad 4.

Zjistéte, zda orientovand usecka CD je umisténim vektoru v = (3, 1, —4), je-1i dano
a) C[_7’ _1’ 5]’ D[_4’ 2’ 1]

b) C[_37 _27 _2]7 D[O’ _1’ 2]

C) C[_4’ _1’ 2’]’ D[_l’ O’ _2]

Priklad 5.

Orientovand dsecka AB je umisténim vektoru u. Urcete soutadnice koncového bodu B, je-li dano
a) A[-5,2],u=(-1,3)

b) A[-6, 11], u = (6, 9)

c)A[-7,-4],u=(-3,-5)
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Priklad 6.

Orientovand dsecka CD je umisténim vektoru v. Urcete soufadnice po¢atecniho bodu C, je-li
dano

a) D[S’ _2’ 1]’ V= (77 _37 _1)

wo[il a2 2l]v—(al 5 -3)
5 10 2 10 2 2

c)DF,i,—é},v=(0,4;—0,1;—1)
510 2

Operace s vektory

Rovnost vektoru
M¢éjme vektory u = (uy; us; uz) a v = (vi; v2; v3), jejich rovnost oznacujeme u = v a zavadime
nasledovné:
Ul =V1, Up =V U3 = V3

Soucet vektori (u + v)
M¢éjme vektory u = (uy; up; uz) a v = (vi; v2; v3), jejich soucet oznacujeme u + v a zavadime
nasledovné: zvolime umisténi vektoru u = AB, pak zvolime umisténi vektoru v = BC. Spojime
body A a C a vznikd orientovand usecka AC, kterd je umisténim souctu vektort u, v.

u+v=(u1+v1;u2+vz; u3+V3)
Rozdil vektori (u - v)
M¢jme vektory u, v, jejich rozdilem nazyvame soucet vektoru u s vektorem k v opacnym, tedy s
—v. Rozdil jsme tedy prevedli na soucet, jehoz postup je uveden vyse.

u—v=(uy—vi; Uy — va; Uz — v3)
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Cviceni 8.

Vypocitejte soulty a rozdily vektorti u, v je-li ddno u=(5,-5),v=(-1,2)
Pfi feSeni pouZijeme vztahy pro s¢itani a od¢itani:

u+v=(u, +v;u, +v,)=(5+(-1);-5+2) =(4-3)

vu= (v +usv, +u, ) =(-1+52+(-5)) = (4-3)
u—v=(u,—viu, —v,) = ( ):(6;_7)
vou=(v,—u;v,—u,)=(-1- 5 2-(-5))=(-6:7)

Poznamka
Soucet vektortl je komutativni, proto je jedno jestli s¢itime u + v nebo v + u. Pozor! Rozdil

komutativni neni — je velmi dulezité, zda poc¢itdime u — v nebo v — u.

Cviceni 9.

Jsou ddny vektory a=(3,-5,7),b=(-1,4,-9),c=(-4,3,2). UrCete soufadnice vektoru
u=a+b-c

u=a+b-c=(3,-5,7)+(-1,4,-9)-(-4,3,2) =
=(3+(-1)—(—4);-5+4-37+(-9)-2) =(6;—4;—4)

Priklad 7.
Vypocitejte soucty a rozdily vektora u, v je-li dano:
a) u=(6,-5),v=(4,3)
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Priklad 8.
Jsou dény vektory a=(3,-5,7),b=(-1,4,-9),c=(—4,3,2). UrCete soufadnice vektoru:

a)v=a—-b-c
b) w=a-b+c

Nasobeni vektoru ¢islem (ku)
M¢éjme libovolné (redlné) Cislo k a vektor u. Soucinem cisla k a vektoru u nazyvame vektor,
ktery ma stejny smér jako u, ale ma velikost rovnu lkl-lul - je tedy k-krat delsi nez vektor u.
Pokud je k zaporné, musime jeSté prevratit smér vektoru. Pokud je k nula, pak je vysledny vektor
nulovy.

k-u=(k-u;k-uyk-u)
Vektor opacny
Vektor opacny k vektoru v je vektor —v. Vznikne tedy vyndsobenim vektoru v ¢islem —1, coz ma
za nasledek zachovani velikosti, ale zménu smeéru.
Linearni kombinaci vektoru
Linearni kombinaci vektora vy, vy, ..., v, nazyvame vektor v, ktery lze vyjadtit pomoci vektort
Vi, Vo, ..., V,alisel ki,ko, ..., kg ve tvaru: v=kvi + kavo + ... + kyv,.
Vektory vy, vo, ..., v, se nazyvaji linedrné zavislé (LZ), 1ze-li jeden z nich vyjadfit jako linedrni
kombinaci ostatnich. Nejsou-li linedrn¢ zavislé, pak se nazyvaji linedrn¢ nezavislé (LN).

Cviceni 9.
Je dan vektor u=(5,-5) . Vypocitejte soufadnice vektorii
a) 2u
b) lu
5
Dosadime do vzorce pro ndsobeni vektorii ¢islem.
a) 2u=2-(5,-5)=(2-5,2-(-5)) =(10,-10)
1

(5.-5) =(§-5,§-(—5)j=(1,—1)

o Lul
5 5

Cviceni 10.

Urdete linedrni kombinaci au + bv + cw vektord u=(1,-2,3),v=(6,0,—4),w =(-3,2,1), je-li

a=-1,b=2,c=0.

Dosadime do zadaného vztahu a vypocteme naznacené operace.
au+bv+cw=-1-(1,-2,3)+2-(6,0,—4)+0-(-3,2,1) =(-1,2,-3)+(12,0,-8) +(0,0,0) =
=(-141240,2+0+0,-3+(-8)+0) =(11,2,-11)
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Cviceni 11.

Zjistéte, zda vektory u=(1,3),v=(3,1) jsou rovnob&zné.

Vektory jsou rovnobézné, jestlize jeden je nasobkem druhého, neboli zda u=+%-v.

Do daného vztahu dosadime:

u=k-v

(L3)=k-(3.1)

(1,3) =(3k.k)
1

1=3k=k=
3 + dvé riizné hodnoty — neexistuje k, tak abyu=k-v

3=k=k=3
Vektory nejsou rovnobézné.

Cviceni 12.
Urcete nezndmé soufadnice vektord w = (u,,2,-2),v=(1,v,,2) tak, aby tyto vektory byly
rovnobe€zné.

Vyuzijeme postupu predchoziho cviceni. Vyjdeme ze vztahu u=k%-v.
(1,,2,-2)=k-(1,v,,2)

(14,,2,-2) = (k, k- v,,2K)

u, =k
2=k-v,
—2=2k

Z tfeti rovnice je ziejmé, Ze k =—1. Po dosazeni do prvnich dvou rovnic jiz ziskdvame
pozadované soufadnice u, =-1a v, =-2.

Cviceni 13.

Rozhodnéte, zda vektor w =(0,6,3) je linedrni kombinaci vektorti u=(2,0,1),v=(-13,2).
Podle zadani je ziejmé, ze w =k -u+1- v, neboli hleddme k a [, kterd vyhovuji zadanému vztahu.
Pokud takové k a [ existuji, pak i w je vektor, ktery vznikne jako linedrni kombinace vektorti u a
V.

w=k-u+l-v

(0,6,3)=k-(2,0,1)+1-(-1,3,2)

0,6,3) =(2k,0,k)+(—1,31,21)

0,6,3)=(2k—1,31,k+21)

— o~

0=2k-1
6=3I
3=k+2l

Z druhé rovnice je ztejmé, Ze [ =2 . Dosadime do prvni i tfeti rovnice a vypocteme k.
0=2k-2=k=1

3=k+4=k=-1

Zjistili jsme rizné hodnoty pro k. Je tedy ziejmé, Ze neexistuje feSeni pro k i [. Vektor w neni
linearni kombinaci vektori u a v.

10
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Priklad 9.

Jsou dédny vektory u=(3,-5),v =(-2,6). Vypocitejte soufadnice vektort

a) 2u b)%v c) u—4v d) 3u+2v  e) %u+%v f) 2(u—v)-3(u+v)
Priklad 10.

Urdete linedrni kombinaci au + bv + cw vektort u=(1,-2,3),v=(6,0,—4),w =(-3,2,1), je-li:
a)a=2,b=3,c=-4

b) a=3,b=l,c=—l
3

bz—é,c=
4

1
c) a=—,
) 2

11
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Priklad 11.
Jsou dédny vektory b =(1,-2,-5),¢=(2,-7,1),d =(3,-9,2) . Urdete soufadnice vektoru a,

plati-li:
a) a—b+2c=3d b) 2a+b=3c-d

Priklad 12.

Zjistéte, zda vektory u, v jsou rovnob&zné:
a) u=(2,-3),v=(-4,6)

b) u=(-3,9),v=(2,-6)

13
=l == |sY¥= _074’_1’2
c)u (2 2) v=( )

12
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Priklad 13.

Zjistéte, zda vektory u, v jsou rovnob&zné:

a) u=(1,2,-3),v=(-1,-2,3)

b) u =(1,l,—2j,v :(_2,_l,fj
2 3 33

c) u=(3,-4,6),v=(0,0,0)

Priklad 14.

Urcete neznamé soutadnice vektor u, v tak, aby tyto vektory byly rovnobézné.

a) u=(u,2,6),v=(1v,,-2)
b) u=(—6,u2,—9),V=(8,2,V3)

13
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Priklad 15.

Rozhodnéte, zda vektor w je linearni kombinaci vektort u, v.
a) w=(2,-1,1),u=(3,1,3),v=(11,2)

b) w=(2,-3,0),u=(3,-2,4),v=(4,5;,-3;6)

o) w=(-11,2),u=(1,5,2),v=(1,2,0)

Priklad 16.

Urcete nezndmou soufadnici vektoru u tak, aby vektor u byl linedrni kombinaci vektorid v, w:
a) u=(3,u,,5),v=(4,-1,0),w=(3,2,1)

b) u=(4,,8,2),v=(1,2,1),w=(2,12,5)

14
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Velikost vektoru (lul)
Velikost vektoru u je ddna vzorcem

u| =Ju} +u; +us
Skalarni sou¢in vektoru (u - v)

Skalarni soucin vektori u, v oznacujeme u * v a plati:
u-v=uy, +u,v, +uy, = |u|-|v|-cosqo,

kde @ je dhel mezi vektory u, v. Pokud je skaldrni sou¢in dvou vektorii v rovin€ nulovy, pak jsou
na sebe tyto vektory kolmé.

Cviceni 14.

Vypocitejte skalarni soucin u-v, je-li dano: |u| =17,

v|=6,0=60°.

Dosadime do vzorce pro vypocet skalarniho soucinu.
1

u-v :|u|'|v|-cos¢:7'6-cos60° :423: 21
Cviceni 15.
Vypocitejte skaldrni soucin u-v, je-li dino: u=(3,-4),v=(-2,1).

Dosadime do vzorce pro vypocet skalarniho soucinu.
u-v=uy +uy, =3-(-2)+(-4)-1=-6-4=-10

Cviceni 16.
Zjistéte, zda vektory u=(6,3),v=(4,-8)jsou kolmé.

Vektory jsou kolmé, kdyz jejich skalarni soucin je roven nule. Spocitejme tedy skalarni soucin
vektort. Dosadime do vzorce pro vypocet skalarniho soucinu.

U-V=uy +uy, =6-443-(-8)=24-24=0
Skalarni soucin je roven nule, proto vektory jsou kolmé.

Priklad 17.
Vypocitejte skalarni soucin u - v, je-1i dano:
a) |u|=4,]v|=32,p=45°

b) |u| = 4v/3,|v|=5,9=150°.
¢) [u]=3,5,|v|=5v2,9=90°.

15
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Priklad 18.

Vypocitejte skalarni soucin u - v, je-1i dano:

a) u=(6,8),v=(-4,3)
b) u=(3,-3,5),v=(3,-7.6)
c) u=(4,-2,0),v=(3,2,8)

Priklad 19.

Zjistéte, zda vektory u, vjsou kolmé:
a) u=(-13),v=(-3,1)

b) u=(7,-3,-9),v=(-3,8,-5)

o) u=(2,17,-4),v=(6,0,3)

16
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Vektorovy sou¢in vektori (uxv)
Vektorovy soucin vektort u, v oznacujeme uxv a plati
WXV = (U, V; = Va3 UV, — Vil 5 UV, — Vil )
Vysledkem vektorového soucinu je vektor kolmy k vektorim u, v a jeho smér urcuje pravidlo
pravé ruky. Ma smysl ho tedy zavadét pouze v tfirozmérném prostoru.
Uhel mezi vektory u, v

Uhel mezi vektory u, v s umisténim AB, AC je konvexni tihel BAC o velikosti ¢ = |<):BAC , kde

pe (0°,180°). Uhel nedefinujeme, pokud je jeden z vektor nulovy. Uhel mezi vektory u, v

muzeme spocitat ze vzorce

Cviceni 17.
Urdete vektorovy soudin vektort u=(-2,-3,1),v=(3,4,-2).

Dosadime do vzorce pro vektorovy soucin.

WXV = (1yVy = Vg3 UgVy = Vil UV, = Vi, ) = ((_3) (-2)-4-11-9-(-2) (_2);(_2)'4_3'(_3)) =
=(6-4;3-4;,-8+9)=(2;-1;1)

Priklad 20.

Urcete vektorovy soucin vektorl u, v, jestlize plati
a) u=(3,-5,7),v=(-1,2,-3)

b) u=(4,7,-12),v=(2,3,-5)

c) u=(5,-6,8),v=(6,-8,9)

17
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