o ¥ »';'\

*** et
MINISTE R% VO &;KCL:’:T\/\ 0P ¥rdativani JIhOCESk kraj W
EVROPSKA UNIE " MLADEZE A TELOWGHOV o bonlarencsechopiost Y )

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Tento projekt je spolufinancovin Evropskym socidlnim fondem a statnim rozpoctem Ceské republiky.

Vyukovy material pro pfedmét
MATEMATIKA

3. ro¢nik

Reg. ¢. projektu: CZ.1.07/1.1.10/01.0007

Nazev projektu: Tvorba vyukovych materialii pro Zaky podle SVP
Nazev pfijemce: Obchodni akademie, Ceské Budé&jovice, Husova 1
Klicova aktivita: Vyuziti ICT ve vyuce matematiky

Pouzita literatura: Seznam pouzité literatury je uveden v souboru MAT_3_Literatura.



Vyukovy materidl pro predmét MATEMATIKA
reg. & projektu CZ.1.07/1.1.10/01.0007

Analytické vyjadfeni piimky — Z4

Primka v roviné
K popséni ptimky potiebujeme bud’ 2 rizné body nebo 1 bod a vektor.

Parametricka rovnice primky

Pfimka p je urCena bodem A[a;;a,] a smérovym vektorem v = (v;1;). Symbolicky zapisujeme
X =A+tv,kde te R je parametr. V podstaté se jednd o dvé rovnice, protoZze bod ma v roviné
dvé soufadnice:

x=a,+t-v,
y=a,+t-v,
Ke v§em bodi z roviny se z bodu A dostaneme A

posunutim o vektor.
— Pokud je bod na piimce, posouvame se o vektor,

ktery je ndsobkem vektoru u. B
— Pokud bod neni na piimce, posouvame se o vektor,
ktery neni nasobkem vektoru u. A -’

— bod X lezi na pfimce p, pokud spliiuje rovnici

X =A+1tv,kde te R. Jinak feeno — do libovolného
bodu piimky p se dostanu z bodu A posunutim o
nasobek smérového vektoru u.

\ 4

Poznamka

Pokud je pfimka zaddna dvéma body (naptiklad A, B), pak smérovy vektor ziskame z téchto
bodul ze vztahu v=B—-A.

Cviceni 1.

Napiste parametrické vyjadieni pfimky ur¢ené bodem A a vektorem u, je-li A [3, —7] su=(-2,5).
Dosadime do vztahu X = A+m:

x=a,+t-u, %x=3+t'(—2) x=3-2t

y=a,+t-u, y==7+t-5 y=-T+5t

Parametrické vyjadieni pfimky je x=3-2¢t, y=-7+5¢; te R.

Cviceni 2.
Napiste parametrické vyjadieni pifimky AB, jestliZe A[4,0] ,B [2, 3] .
Nejprve vyjadiime smérovy vektor ptimky AB ze vztahu v=B—-A:
v=(b—a;b,—a,)=(2-4;3-0)=(-2;3) . Nyni jsme pfevedli tlohu na pfedchozi. Pfimku
mame vyjadfenou pomoci bodu A a vektoru v:
x=a,+t-v, x=4+1-(-2) x=4-2
- -
y=a,+tv, y=0+¢-3 y=3t
Parametrické vyjadieni pfimky je x=4-2¢, y=3¢.

Cviceni 3.
Napiste parametrické vyjadieni piimky, kterd prochdzi bodem A a je rovnobé&Znd s vektorem
u = BC, jestlize A[4,2],B[2,3].C[5.4].
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Nejprve vyjadiime smérovy vektor ptimky BC ze vztahu u=C—-B:
u=(c,—b;c,—b,)=(5-2;4-3)=(3;1). Piimka ma byt rovnob&Znd s vektorem u. Jeji smérovy
vektor je pouze jinym umisténim vektoru u. Proto pro vyjadieni pfimky pouzijeme vektor u.
xX=a,+t-u x=4+t-3 x=4+3t

- -
y=a,+t-u, y=2+t-1 y=2+t
Parametrické vyjadreni pfimky je x=4+3¢t, y=2+t;te R.

Cviceni 4.

Ptimka p je ddna parametrickym vyjddienim x=3—-4¢, y=-2+4t; t€ R. Zjistéte, zda na
ptimce p lezi bod X[11, —4].

Bod X leZi na pfimce p, pokud spliiuje rovnici X = A+1tv, kde t€ R. Budeme hledat ndsobek
smérového vektoru v, ktery ndm umozni posunout bod A do bodu X.

x=3—4 R Ob¢ hodnoty parametru se rovnaji. (Nasli jsme hodnotu
y=-2+t parametru, o kterou je posunut bod A.)

11=3-4t=>1t=-2
— Bod X
4="2+t=t=-2
leZi na pfimce p.
Priklad 1.
Napiste parametrické vyjadieni ptimky urcené bodem A a vektorem u, je-li:
a) A[0,2],u=(3,-6) b) A[5,0],u=(0,2) c) A[0,0],u=(4,0).
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Priklad 2.

NapiSte parametrické vyjadieni piimky AB, jestliZe:

a) A[-3,2],B[1,2] b) A[-2,-3], B[1,-5] c)A[0,-5], B[3,-3].
Priklad 3.

Napiste parametrické vyjadieni pfimky, kterd prochdazi bodem A a je rovnobéZzna s vektorem
u = BC, jestlize:
a) A[2,-5],B[2,-4],C[3,-1] b) A[-3,0],B[-2,-7].C[-2,-5].
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Priklad 4.
Pfimka p je ddna parametrickym vyjaddfenim x=3—-4¢t, y=-2+¢; te R. Zjistéte, zda na
piimce p lezi body:

a)A[-1,-1] b)B[-5,0] ¢)C[-9,1] d) D[—3,%} e) E[11,4] ©) F[1;-1,5].
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Priklad 5.

Urcete druhou soufadnici bodu C tak, aby leZel na piimce AB, A[3,—1], B[1, 3], jestlize:
a) C[1, y] b) C[0, y] ¢) C[2,5; y]

Obecna rovnice primky

Parametrické vyjadreni piimky ze dvou zadanych bodt jiZ umime urcit. Zkusime najit jiné
vyjadieni:

Cviceni 5.

Jsou dany body A [—1, —1] ,B [1, 3] . Nakreslete piimku AB do kartézské soustavy soutfadnic a

najdéte jeji dalsi vyjadieni.

Pfimka je také grafem linedrni funkce y =ax+ b . Koeficienty spocitime dosazenim bodii A, B
do obecného piedpisu funkce:
pro A[-1,-1] > —-1=a-(-1)+b
pro B[1,3]—> 3=a-1+b
Vyfesime soustavu rovnic:
~l=-a+b
3=a+b
Sectenim rovnic ziskdme koeficient » =1 a po dosazeni i koeficient a =2 . Pfedpis funkce je
y=2x+1 — rovnice 2x—y+1=0 je také rovnici piimky.
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Cviceni 6.
Zkusme vysledek minulého cviceni ziskat rovnou z parametrického vyjadieni ptimky.
Nejdiive parametrické vyjadieni:
Smérovy vektoru=B-A: u=(b —a;b,—a,)=(1—( —1)) =(
Tento smérovy vektor md stejny smér jako vektor (1, 2) protoZze (2,4) 2 (1; 2). Nyni jiz
vyjadiime parametrickou rovnici piimky:
x=—1+t
y=—1+2¢
Ve vysledku predchoziho cviceni neni obsazen parametr. Zkusme se ho i my zbavit a udé€lat ze
dvou rovnic jednu — vyndsobime prvni rovnici —2 a ob¢€ rovnice secteme (vylou¢ime parametr):
x=—1+t |-(-2)
y=—1+2¢
—2x=2- 2;}
+
y=—1+2¢
—2x+y=1
Prevedenim vSech Cisel na jednu stranu ziskavame: 2x—y+1=0.

Obecn4 rovnice pfimky A n=(a, b)=(-vz, v1)
ax+by+c=0 y

kde a, b jsou soutadnice normalového vektoru
n = (a; b), ktery je kolmy k pfimce p a ziskdme ho ze
smérového vektoru v tak, Ze prohodime soufadnice v a

u jedné soufadnice zménime znaménko (po prohozeni) _( Vvi.v2) =(=b, a)
- v tomto piipadé ma smerovy vektor v soufadnice
(=b; a).

Cviceni 7.

NapiSte obecnou rovnici piimky AB, je-li A[3,—4],B[-7.1].

Ukazme jesté jeden postup pomoci normélového vektoru. Smérovy vektor
u=(b—a;b,—a,)=(-7-31-(-4)) =(-10;5) = (-2,1) . Normdlovy vektor potom je:
u=(u;u,)=(-b;a)=(-2;1)=>n=(a;b)=(1;2)

Dosadime do obecného piedpisu ax+by+c=0 — x+2y+c=0. Abychom dopocitali
koeficient ¢, dosadime soufadnice jednoho bodu (tfeba A): 3+2- (—4) +c=0 > ¢c=5.

Nyni jiZ aplné obecnd rovnice: x+2y+5=0.

Poznamka.

Je jedno, zda jsme v predchozim cviceni dosazovali bod A nebo B. Obé¢ cesty vedou ke stejnému
vysledku. (Pfesvédcte se vypoctem.)

Cviceni 8.
Napiste obecnou rovnici pifmky, kterd prochdzi bodem A[-2,1] a je kolmd k vektoru

u=(1-1).
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Smérovy vektor nové vzniklé piimky je vektor kolmy (normélovy) k vektoru u. Jeji normélovy
vektor je kolmy na smérovy — normdalovy vektor nové piimky je shodny s vektorem u.
Dosadime do obecného piedpisu ax+by+c=0 — x—y+c=0. Abychom dopocitali koeficient

¢, dosadime soufadnice bodu A: —2—-1+c¢=0 — ¢=3.
Nyni jiZ Gplna obecnd rovnice: x—y+3=0.

Cviceni 9.
Rozhodnéte, zda bod A[—-17, —22] leZi na ptimce urené obecnou rovnici Sx—3y—-6=0.

Bod A leZi na pfimce p, pokud spliiuje rovnici ax+by + ¢ =0. Dosadime soufadnice bodu A do

rovnice piimky: 5-(—17)—-3-(—22)—6# 0. Bod A nespliiuje rovnost — bod neleZ{ na pfimce.

Cviceni 10.

Napiste obecnou rovnici piimky, kterd prochdzi bodem A[3,5] a je rovnob&Zna s ptimkou
p:Tx=3y+2=0.

Rovnobézna ptimka s ptimkou p ma stejny normalovy vektor (7, —3) (normdlové vektory jsou
kolmé na rovnobézné — vzdjemn¢ jsou tedy rovnobézné).

Dosadime do obecného piedpisu ax+by+c=0 — 7x—3y+c=0. Abychom dopocitali

koeficient ¢, dosadime souradnice bodu A: 7-3—-3-54+¢=0 —» ¢c=-6.
Nyni jiZ tplné obecnd rovnice: 7x—3y—-6=0.

Cviceni 11.
Napiste obecnou rovnic piimky, kterd prochdzi bodem A[4,—7] a je kolm4 k piimce
p:2x—-5y+10=0.

Kolm4 piimka s pfimkou p ma smérovy vektor kolmy na smérovy vektor pfimky p. (Normédlové
vektory jsou kolmé na smérové — vzdjemné jsou tedy kolmé). Ur¢ime kolmy vektor na vektor
(2; -5), ktery bude normalovy vektor nové piimky — (5; 2).

Dosadime do obecného piedpisu ax+by+c=0 — Sx+2y+c=0. Abychom dopocitali
koeficient ¢, dosadime soufadnice bodu A: 5-4+2-(=7)+c=0 — c=-6.

Nyni jiZ aplné obecnd rovnice: Sx+2y—-6=0.

Cviceni 12.

Urdete redlné &islo m tak, aby pifmky p: (m+1)x+3my+2=0,q: 2x+9y+5=0 byly
rovnob&zné.

Rovnobézné ptimky maji stejné normdlové vektory, nebo jeden je ndsobkem druhého. Musi
platitt n, =k-n_,kde n, =(m+1;3m), n, =(2,9).

(m+1;3m)=k-(2;9)

m+1=2k =18k =9m+9

3m =9k = 18k =6m
VyuZijeme srovnavaci metodu a porovndme pravé strany rovnic:
Im+9=6m=>m=-3
Hledané ¢islo je —3.
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Priklad 6.
NapiSte obecnou rovnici ptimky AB, je-li:
a) A[2,-7],B[-3,-5] b) A[6,2],B[6,-7] c)A[4,-5],B[-2,-5].



Vyukovy materidl pro predmét MATEMATIKA
reg. & projektu CZ.1.07/1.1.10/01.0007

Priklad 7.
Napiste obecnou rovnici piimky, kterd prochdzi bodem A a je kolma k vektoru u, je-li:
a) A[-2,9],u=(3,-1) b) A[3,0],u=(-5,2)

Priklad 8.

NapiSte obecnou rovnici piimky, kterd prochdzi bodem A a je kolma k vektoru v = BC, je-li:
a) A[4, —7],B[—9,5],C[—6,1] b) A[—S,—3],B[1 1, —2],C[2, —2].
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Priklad 9.
Rozhodnéte, které z bodti A[1, 2], B[-3, —1], C[-1, 2] leZi na piimce urené obecnou rovnici
3x—-2y+7=0.

Priklad 10.

Napiste obecnou rovnici tecny kruznice v bodé dotyku 7'[6, 2], jestlize stfed kruZnice ma
souradnice [3, —4].

10
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Priklad 11.
Urcete redlné Cislo m tak, aby ptimky p, g byly rovnob&Zné:
a) p: (m+3)x—(2—m)y+4=0, q: 6x+21y—-10=0

b) p: (Tm+1)x+(5-3m)y+m=0,q: 3x—4y+7=0
c)p: mx—3y+8=0,¢q: 6x—(m+7)y+m=0

Smérnicovy tvar rovnice primky
1. Mame-li k dispozici obecnou rovnici pfimky, vyjadiime z ni
y a ziskdvame (musime piedpokladat, zZe b neni 0):

a c
=kx+q,kde k=——,g=—
y q b q b

k nazyvame smérnici piimky a plati £ = tg ¢, kde « je dhel,
ktery svird ptimka p s kladnou poloosou x.

2. Je-li ptimka urc¢ena dvéma body Alay; ay], Blby; b>], 1ze urcit
rovnici piimky ve tvaru:

y—a, = b~ a, (x—a,),kde b, #a,
b, —a,

k=tg o

POZOR! JestliZe je pfimka rovnobéZzna s osou y, pak ma smérnicovy tvar rovnice piimky tvar

x=m,kde me R.

Poznamka.

Vsimnéte si prvniho cviceni v kapitole ,,Obecna
rovnice piimky*, protoze predpis linedrni funkce
y=ax+b je aZ na koeficienty stejny jako
smérnicovy tvar ptimky. (rozmyslete si tuto podobu!)

4
y

Alay,

B[by,b,]

by —ap

v

11
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Cviceni 13.
Urcete smérnici a napiSte smérnicovy tvar rovnice piimky, kterd je ur¢ena obecnou rovnici
3x—-2y+4=0.

Ptimka je zaddna obecnou rovnici — staci vyjadfit y a ziskdme smérnicovy tvar:

3x—2y+4:0%—2y:_3x_4_>y:%x+2

Smérnicovy tvar pfimky je y = %x+ 2 asmérnice je k = % .

Cviceni 14.

Napiste obecnou rovnici piimky, je-1i dana jeji smérnice k = 3 a isek g = -2, ktery vytind na ose
V.

NapiSeme nejdiive smérnicovy tvar: y=3x—2. Nyni jiZ staci vSe pievést na jednu stranu
rovnosti (vynulovat jednu stranu): 3x—y—-2=0.

Cviceni 15.

. - . 2
Napiste obecnou rovnici piimky, kterda ma smérnici k = Y a prochédzi bodem A [6,—7] .

e . 2 . oy ook

NapiSeme nejdiive smérnicovy tvar: y = §x+ q . Dosazenim soufadnic bodu A dopocitdme g:
2 e : 2 ey e

7= 3 6+g — g=-11. Cely smérnicovy tvar je: y = Ex —11. Nyni jiZ staci vSe prevést na

jednu stranu rovnosti (poptipad€ vyndsobit 3): %x -y—-11=0—-2x-3y-33=0.

Cviceni 16.

Urcete velikost thlu, ktery svird piimka dana obecnou rovnici x— V3 y+ 43+3=0 s kladnou
poloosou x.

Pfevedeme obecnou rovnici na smérnicovy tvar:

4 H3+3 -y :£x+4+\/§
NERNE 3

3

Vime, Ze k = tg o. V naSem piipad¢é k zgﬁ— =tgax—>a =30°.

x=\3y+43+3=0>x+43+3=B3y > y=

Pfimka s kladnou poloosou x svird thel 30°.
Cviceni 17.

NapiSte obecnou rovnici piimky, kterd prochdzi bodem A[2, 0] a s kladnou poloosou x svira thel
o velikosti 60°.

12
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Vyjdeme op¢t ze vztahu, Ze k = tg a. Z toho je zfejmé: tg60° = V3 =k . Dosadime do
smérnicového tvaru: y = J3x+ q . Dosazenim soutadnic bodu A dopocitame g:

0=+3-2+ q > q= 2.3 Cely smérnicovy tvar je: y = V3x—243. Nyni jiZ staci vSe prevést
na jednu stranu rovnosti: J3x— y— 2J3=0.

Cviceni 18.

Napiste smérnicovy tvar rovnice piimky, kterd prochdzi bodem A[4, 3] a je kolm4 k pfimce
y=2x+1.

Pti vypoctu vyuZijeme dlleZitou vlastnost dvou kolmych piimek — ,,soucin smérnic dvou
kolmych ptimek je roven —1*

. .y P PR 1 ]
Dejme tomu, Ze naSe hledand pfimka ma smérnici k. Pak 2-k=—-1—>k = 5 Dosadime do
‘e 1 . w oy wo s
smérnicového tvaru: y = —Ex+ q . Dosazenim soutadnic bodu A dopocitdme g:

3:—%'4+q — g=5.Cely smérnicovy tvar je: y:—%x+5.

Priklad 12.

Urcete smérnici a napiSte smérnicovy tvar rovnice piimky, kterd je ur¢ena obecnou rovnici:
a) Sx+3y+4=0 b) 3x+6y+5=0 <¢) 4x—-2y—-1=0

Priklad 13.

Napiste obecnou rovnici piimky, je-li ddna jeji smérnice k a usek ¢, ktery vytind na ose y.

a) k=-2,g=-5 b) k=—%,q=4 ¢) k=0,9=17

13
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Priklad 14.
NapiSte obecnou rovnici piimky, kterd ma smeérnici k a prochazi bodem A, je-li:

1 1
k=—,A12,2 b) k=——,A|-4,5
a) 1 [2,2] ) > [ ]

Priklad 15.

Urcete velikost uhlu, ktery svird pfimka dand obecnou rovnici x—y+3 =0 s kladnou poloosou
X.

14
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Priklad 16.

Napiste obecnou rovnici ptimky, kterd prochdzi bodem A[0, 3] a s kladnou poloosou x svira thel
o velikosti 30°.

Priklad 17.

Napiste smérnicovy tvar rovnice piimky, kterd prochdzi bodem A a je kolma k piimce p:

2) A[6,1],P¢y=—%X+% b) A[4,2],p:y=ix+1

15
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Primka v prostoru

V prostoru mdme zjednoduSenou situaci, protoZe pitimku v prostoru nelze vyjadfit obecnym
1 smérnicovym (popiipad¢ usekovym) tvarem.

Parametricka rovnice primky

Ptimka p je urCena bodem Alay; as; az] a smérovym vektorem v = (vy; v2; v3). Symbolicky

zapisujeme X = A+1¢v, kde r€ R je parametr. V podstaté se jednd o tfi rovnice, protoze bod ma

v prostoru tfi soufadnice:

xX=a +t-v
y=a,+t-v,
z=a;ti-v,

Cviceni 19.

NapiSste parametrické vyjadieni pifimky urené bodem A[6,1, 2] a vektorem u =(1,2,3).
Dosadime do vztahu X = A+m:

x=a,+t-u x=6+t-1 x=6+t

y=a,+t-u, - y=1+t-2 = y=1+2¢

Z=a,+t-u, z=2+41-3  z=2+43t

Parametrické vyjadieni piimky je x=6+¢, y=4+4+2¢, z=243t;te R.

Cviceni 20.

Urcete Cisla a, b tak, aby bod C leZel na ptimce AB, je-li A[1, 2, 3], B[3, -2, 1], Cla, b, -3].
Nejdiive urc¢ime parametrickou rovnici ptimky AB:
u=(b—a;b,—a,;b,—a,)=(3-1,-2-2;1-3)=(2;,-4;-2).

x=a, +t-u, x=1+¢-2 x=1+2¢

y=a,+t-u, > y=2+t-(-4) - y=2-4¢

Z=a;+t-u, z=3+1-(-2) z=3-2t

Dosadime soufadnice bodu C a ze tfeti rovnice vypocitdme hodnotu parametru 7€ R, kterou
dosadime do zbyvajicich rovnic a vypocitame a, b.

7=3-2t > -3=3-2t > t=3,a=1+2t—>a=1+2-3—>a=7,
b=2-4t—>b=2-4-3-b=-10

Soutadnice bod jsou C[7,—10,3] .

Priklad 18.
Napiste parametrické vyjadieni ptimky urcené bodem A a vektorem u:
a) A[-2,-1,5],u=(-1,2,2) b) A[4,3,-2],u=(3,7,-1)
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Priklad 19.

Urcete Cisla a, b tak, aby bod C leZel na piimce AB, je-li:

a)A[27 _37 4]7 B[4’ _5’ _6]7 C[a7 b + 57 9]
b) A[4, -5, 3], B[6, 3, 1], Cla, b—4, a + b]
c) A[S, -2, 3], B[7, 6,-3], Cla + 6, 2b + 3, 3a — 2b]
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