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Analytické vyjadieni roviny — Z6

Rovnice roviny
K popséni roviny potiebujeme bud’ 3 razné body nebo 2 riizné body a vektor nebo 1 bod a

YV oz

2 nerovnobé&zné (nekolinedrni) vektory.

Parametrické vyjadreni roviny

Rovina p je ur€ena bodem A[a;;az;as] a nerovnobéZnymi vektory v = (vi;v2;v3), W = (Wi;wa;ws).
Symbolicky zapisujeme X = A+ sv+tw, kde ¢ a s jsou redlné parametry. V podstaté se jednd o
tfi rovnice, protoze bod ma v prostoru tii souradnice:

x=a,+s-v,+t-w,

y=a,+s-v,+t-w,

2=a;+ S v +tow,

Poznamka Vi C
A W

Vsimnéte si analogie s pfimkou. Proto také plati,
je-li rovina zaddna tfemi body (naptiklad A, B,
O), pak sméerové vektory ziskdme z téchto bodu naptiklad ze vztahu v=B—-A, w=C—-A.
Pokud je rovina zadédna dvéma body (naptiklad A, B) a vektorem, druhy vektor ziskdme z téchto
bodl ze vztahu v=B—-A.

Bod X lezi v roving€ p, pokud spliiuje rovnici X = A+sv+tw; s,te€ R.

Cviceni 1.

Napiste parametrické vyjadieni roviny uréené body A[1, 3, —1], B[2, 3, 3], C[-2, -5, -7].
Nejprve si vypocitame soufadnice smérovych vektora AB a BC:
AB=B-A=(2-1;3-3;3—-(-1))=(1;0;4)
BC=C-B=(-2-2,-5-3,-7-3)=(-4;-8;-10)

Pro parametrické vyjadieni pouZijeme soufadnice bodu A a vektory AB a BC (je jedno, ktery bod
vyuZijeme, protoZe vSechny tii body lezi v roviné):

x=1+t—-4s
y=3-8s
z=—14+4t-10s

Cviceni 2.
Napiste parametrické vyjadieni roviny uréené body A[1, 3, —1], B[2, 3, 3], C[-2,-5,-7] a
zjistéte, za v roviné ABC lezi bod L[2, 3, 3].

VyuZijeme feSeni predchoziho ptikladu a pouZijeme z néj parametrické vyjadreni:

x=1+t—-4s
y=3-8s
z=—14+4t-10s

Nyni zjistime, zda bod L leZi v této rovin¢€. Dosadime soufadnice bodu za x, y, z do rovnice
roviny:

2=1+1—4s
3=3—8s
3=—1+4¢—10s
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Z druhé rovnice je vidét, Ze s = 0, jinak by nebyla splnéna rovnost. Dosadime tuto hodnotu do
prvni a dopocitdme #:2 =1+1¢ . Z této rovnice zjiStujeme, Ze ¢t = 1. Za oba parametry dosadime do
posledni rovnice a ovétime, zda s =0 a ¢ = 1 jsou feSenim soustavy rovnic:

3=—1+4-1-10-0
Zjistili jsme, Ze bod L splnuje rovnici X = A+tAB+sBC; s,te R — bod lezi v rovin¢ ABC.

Cviceni 3.
Urcete soufadnice ay, by, c3 bodu Alay, -3, 7], B[O, by, 2], C[-2, 2, c3] tak, aby uvedené body

lezely v rovin€ dané parametrickym vyjaddrenim x =1+4¢t—-2s,y=-3t+s,z=-2+5¢—5,
t,se R.

Dosadime nejdiive souradnice bodu A do rovnice roviny:

a, =1+4t-12s
—-3=-3t+s
T=-2+5t-s

Z druhé a tfeti rovnice vypocitdme oba parametry, které dosadime do rovnice prvni. PouZijeme
s¢itaci metodu a seCteme druhou a tfeti rovnici:

4=-2+2t

t=3,5=6
Nyni dosadime do prvni rovnice:

a=1+4-3-2-6=1

Bod A ma souradnice A[1, -3, 7].
Cely postup budeme nyni opakovat pro bod B.
Dosadime nejdiive souradnice bodu B do rovnice roviny:

0=1+4t—2s
b,=-3t+s
2=-2+4+5t—-s

Z prvni a tfeti rovnice vypocitime oba parametry, které dosadime do rovnice druhé. PouZijeme
s¢itaci metodu a secteme druhou a tfeti rovnici, kterou vynasobime —2:
—4=5-6t

3 7
r==,s=—
2 2
Nyni dosadime do druhé rovnice:
b, :—3-§+Z:—1
2 2

Bod B ma soufadnice B[O, -1, 2].
A jesté jednou pro C.
Dosadime nejdiive soufadnice bodu C do rovnice roviny:
—2=14+4t-12s
2==3t+s
¢, =—2+5t—s
Z prvni a druhé rovnice vypocitime oba parametry, které dosadime do rovnice tfeti. Pouzijeme

slu¢ovaci metody a seCteme prvni a druhou rovnici, kterou vyndsobime 2:
2=1-2¢
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Nyni dosadime do tfeti rovnice:

Bod C ma souradnice C[-2, 2, -5].

Cviceni 4.
Napiste parametrické vyjadieni roviny dané bodem M[3, 2, —1] a pfimkou, kterd ma
parametrické vyjadieni x=2—-¢,y=3+2t,z=—t; te R.

Dejme tomu, Ze pfimka je ur¢end bodem A a smérovym vektorem u. Z rovnice piimky zjistime,
7e A[2,3,0] au = (-1, 2, —1). Pro urCeni parametrické rovnice roviny potfebujeme znét jeste
jeden smérovy vektor. Ten ziskdme z bodit A a M: MA = (-1, 1, 1) (Ovéite vypoctem, Ze vektor
MA neni rovnobézny s vektorem u.) Rovnici roviny ziskdvdme naptiklad ve tvaru
X=A+m+sMA; s,te R:

x=2—t—s
y=3+2t+s
Z=—t+s

Cviceni 5.
Zjistéte, zda body A[1, -1, 0], B[3, -2, 0], C[6, -2, 1], D[3, 1, 2] leZi v jedné roving.

Ur¢ime rovnici roviny ABC a budeme zjistovat zda bod D v této roviné leZi.
Nejprve si vypocitame souiadnice smérovych vektorai AB a BC:

AB=B-A=(2;-1,0)
BC=C-B=(3;0;1)
Pro parametrické vyjadieni pouZijeme soufadnice bodu A a vektory AB a BC:

x=1+2t+3s
y=-1-t
=S

Dosadime soutadnice bodu D za x, y, z do rovnice roviny:
3=1+2t+3s
1=-1-¢
2=y

Ze tieti rovnice je hned vidét, Ze s = 2 a z druhé po mensi Uprave, Ze t = —2. Ovétime toto feSeni
v prvni rovnici: 3=1+42-(-2)+3-2. Soustava m4 feSeni — bod D leZ{ v rovin€ ABC — bod A,
B, C, D lezi v jedné roviné.

Cviceni 6.

Rovina mé parametrické vyjadieni x=3-3¢t—-3s,y=—-7t,z=5s, t,s€ R. Urcete jeji pruseciky

s osami soustavy soufadnic.

Nejprve je dobré si uvédomit, Ze body leZici na ose x maji y-ovou a z-ovou soufadnici rovnou
nule. Podobé jsou tomu body lezici na ose y a z.
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ReSme nejprve prusecik s osou x. Za y a z dosadime 0:

x=3-3r—-3s
0=-7t
0=5s

Z. druhé a tfeti rovnice je vidét, ze s =0 a t = 0. Dosazenim do prvni rovnice, ziskdme x-ovou
soutadnici pruseciku roviny s osou x: x =3—-3-0—-3-0=3. Prisecik s osou x mé soufadnice
P,[3, 0, 0].

Nyni prisecik s osou y. Za x a z dosadime 0:

0=3-3t-3s
y=-Tt
0=>5s

Z tieti rovnice je vidét, Ze s = 0. Dosazenim do prvni rovnice, ziskdme hodnotu parametru z = 1.
Dosazenim obou parametrii do druhé rovnice ziskdme y-ovou soufadnici priseciku roviny s osou
y: y=-7-1=-7.Priisecik s osou y ma soutadnice P,[0, -7, O].

Nyni prisecik s osou z. Za x a y dosadime 0:

0=3-3¢—3s
0=-7¢
z7=15s

Z. druhé rovnice je vidét, Ze t = 0. Dosazenim do prvni rovnice, ziskdme hodnotu parametru
s = 1. Dosazenim obou parametrt do tfeti rovnice ziskdme z-ovou soufadnici priseciku roviny
sosou z: z=5s=5-1=5. Prasecik s osou z ma soufadnice P,[0, 0, 5].

Priklad 1.

Napiste parametrické vyjadieni roviny uréené body:
a)A[_17 _17 0]7 B[1’ 1’ 2]’ C[27 27 3]

b) A[z’ _3’ 5]’ B[l’ O’ _4]7 C[O’ 2? 7]

¢) All, 1, 0], B[2, 2, 1], C[0, 0, 0]
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Priklad 2.

Napiste parametrické vyjadieni roviny uréené body A, B, C a zjistéte, zda v roviné ABC leZi bod
L, je-li dano:

a) A[z? _3’ 5]’ B[17 07 _4]7 C[O’ 2’ 7]7 L[l’ 5’ 10]

b) A[l, 1, 0], B[2, 2, 1], CI[0, 0, 0], L[O, 0, 0]

Priklad 3.
Napiste parametrické vyjadieni roviny dané bodem M[-3, 1, —3] a pfimkou, kterd ma
parametrické vyjadieni x=1-¢,y=t,z=-2+3t; te R.
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Priklad 4.

Zjistéte, zda bodyA B, C, D lezi v jedné rovin¢:

a)A[3,2, 1], B[1, 3, -1], C[2, -1, 3], D[-1, 2, 2]

b) A[1, 5, 2], B[3, 6 1], C[-1, 1, 0], D[-2, 1, -1]
1,3],C

c)All, 2,-2], B[-3 ’] [0, 3,3],D[-2, 1, 1]
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Priklad 5.
Rovina mé parametrické vyjadieni x=2t+2s,y=6+6t,7=9s, t,s€ R. Urcete jeji pruseciky
s osami soustavy soufadnic.

Obecnda rovnice roviny

ax+by+cz+d=0,
kde alesponi jeden z koeficientl a, b, ¢ je riizny od nuly a vektor n = (a; b; c) nazyvame
normalovym vektorem roviny, ktery je vysledkem vektorového soucinu smérovych vektorti
roviny.

Cviceni 7.
Rozhodnéte, zda bod A[2, 1, 3] leZi v roviné dané obecnou rovnici 3x—y+2z—-11=0.

Dosadime soutadnice bodu A do rovnice roviny. Pokud bude splnéna rovnost, leZi bod v roving,
pokud rovnost splnéna nebude, bod v rovin¢ nelezi.
3-2—-1+2-3-11=0— rovnost je splnéna — bod A leZi v roving.

Cviceni 8.
Urcete Cislo d tak, aby rovina dand obecnou rovnici 7x—8y—2z+d =0 prochizela bodem
Al7, 6, -3].

Dosazenim soutfadnic bodu A do rovnice, ziskdme rovnici o jedné neznamé, ze které vypocitame
d:
7-7-8:6-2-(-3)+d =0
7+d =0
d=-7
Rovnice ma tvar: 7x—-8y—-2z—-7=0.
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Cviceni 9.
Napiste obecnou rovnici roviny prochdzejici body A[1, 3, —1], B[2, 3, 3], C[-2, -5, -7].

Obecnou rovnici ziskdme vyloucenim parametrti z parametrického tvaru. NapiSme nejdiive
parametrické vyjadieni. Vypocitdme soutadnice smérovych vektort AB a BC:

AB =(1;0;4)

BC=(—4;-8;-10)

Pro parametrické vyjadfeni pouZijeme souradnice bodu A a vektory AB a BC:
x=1+t—4s /-(—4) 5

y=3-8s +

z=—1+4t-10s 7
—4x+z7=-5+6s /-8 I

y=3-8s /-6 J*

-32x+6y+8z+22=0 /:2
—16x+3y+4z+11=0
Rovnice mé tvar: —16x+3y+4z+11=0.

Poznamka.

Je moZné postupovat i pomoci normalového vektoru, ktery ziskdme vektorovym souc¢inem
vektortt AB, BC. Po dosazeni jednoho z danych bodi dopocitdme vSechny koeficienty.

ABxBC =(AB,BC, —BC,AB,; AB,BC, — BC,AB,; ABBC, — BC,AB, ) =
=(0-(-10)—(-8)-4;4-(—4)—(-10)-1;1-(-8) —(—4)-0) = (32;-6;-8)
Ziskdvame: 32x—6y—8z+d =0. Dosazenim soufadnic bodu A, ziskdme posledni koeficient d.

Cviceni 10.
Urcete obecnou rovnici roviny, kterd prochazi bodem A[-3, 5, —7] a je kolma k vektoru
n=(1,-2,-1).

Soutadnice vektoru n jsou souradnice normalového (kolmého) vektoru roviny. Proto plati:
x—2y—z+d =0. Dosazenim soufadnic bodu A dopocitdme d: —3-2-5-74+d=0— d =6.
Rovnice roviny je x—2y—z+6=0.

Cviceni 11.
Napiste obecnou rovnici roviny, kterd je ur¢ena bodem A[2, -3, 1] a pfimkou majici
parametrické vyjadieni x=t,y=2+3t,z=1-t; te R.

Z rovnice pfimky zndme smérovy vektor a bod (nazvéme je napi. B, u): B[0, 2, 1],u=(1, 3, -1).
Pro urceni roviny musime zndt jesté jeden smérovy vektor, ktery ziskdme z bodl A, B:
AB =(-2;5;0). Parametrickd rovnice roviny je:

x=t—2s
y=2+3t+5s
z=1-t¢
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Vylou€enim parametrii ziskdme rovnici obecnou:
xX=t—12s /-5 ]

y=2431+5s/-29 "
z=1-t
Sx+2y=4+11t
z=1-t /'11]
Sx+2y+11z—-15=0
Obecnd rovnice roviny je Sx+2y+11z—-15=0.

—+

Cviceni 12.
NapiSte obecnou rovnici roviny, kterd prochdzi body A[3, 2, —1], B[4, 1, 1] a je rovnob&Zna
s pfimkou majici parametrické vyjadieni x=5-¢,y=-3+3t,z=4+2t; te R

Z rovnice piimky pouZijeme jeji smérovy vektor (nazvéme ho napft. u): u = (-1, 3, 2). Rovnice
roviny je tedy ddna ve tvaru X = A+fAB +su:
x=3+t—s

y=2—t+3s
z=—1+2¢t+2s

x+y=5+2s/-(—4)]+
2y+z7=3+8s
—A4x-2y+z+17=0

Obecnd rovnice roviny je —4x—2y+z+17=0.

Priklad 6.
Rozhodnéte, zda body A[-1, -8, 0], B[O, -7, 2], C[17, 14, —13] leZi v rovin€ dané obecnou
rovnici 3x—y+2z—-11=0.
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Priklad 7.

Napiste obecnou rovnici roviny prochdzejici body
a)A[_47 _17 3]7 B[1’ 1’ 6]’ C[67 37 2]
b) A[z’ _3’ 1], B[O, O, O], C[_z, 1’ _5]

Priklad 8.
Napiste obecnou rovnici roviny, ktera prochazi body A[4, -1, 2], B[2, 0, —1] a je rovhob&Zna
s piimkou CD, C[3, 2, 4], D[1, -1, -3].

10
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