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Goniometrické funkce — 73

Zavedeni funkce sinus a kosinus pro orientovany tihel

Definici pomoci pravodhlého trojahelniku je mozné pouZit pouze pro xe (0°,90°) resp. v
Loy T .., “r . y .
obloukové mitfe xe (O’Ej . Novou definici zaru¢ime stejné hodnoty na téchto intervalech a

rozSitime i na interval vétsi a zahrneme i praktickou realizaci thlu, kterd se periodicky opakuje
s periodou 360° resp. 2 7. \

Pro definici pouZijeme jednotkovou
kruZnici (kruZnice o poloméru 1 jednotka).
Do kruZnice nakreslime uhel o velikosti x,
s pocatecnim ramenem OP a koncovym M
OM.

Strana OM je polomérem kruZnice a proto

plati [OM|=1. Vypotteme hodnoty sin (x) x

a cos(x) podle definice z pravothlého

trojuhelniku:
) protilehld odvésna a
sin(x) = - =—=a
prepona 1
cos (x) = prllehvla odvésna _ b —b
pfepona 1

Pokud budeme funkce sin(x) a

cos (x) interpretovat jako soufadnice bodu M[b, a], budeme schopni spo&itat hodnoty sin(x) a

cos (x) ipron%.

Hodnotou funkce sin (x) rozamime y-vou soufadnici bodu M v jednotkové kruZnici.

Hodnotou funkce cos (x) rozumime x-vou soufadnici bodu M v jednotkové kruZnici.

Cviceni 1.
Vyjadfete hodnoty sin(x) a cos(x) pro

x=120°. Moo o3
Nakreslime si obrazek do jednotkové

120/
/

/
,/60°

cos 60°

kruZnice a vyznaéim sin(x) a cos(x):

sin x

Najdeme v obrazku pravouhly trojihelnik se
zndmym thlem, jehoZ odvésny tvoii
soufadnice bodu M. K tomuto trojihelniku
najdeme podobny trojihelnik s thlem v
pravé horni Ctvrting (v 1. kvadrantu).
Vzhledem ke shodnosti obou trojihelnikt

plati:
3

sin 120° = sin 60° = 7

c0s120° =—co0s60° = —% (cos120° je orientovan na druhou stranu)
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Cviceni 2.
Vyjadfete hodnoty sin(x) a cos(x) pro A
x=210°.

Postupovat budeme podobné¢ jako

v ptedchédzejicim cviceni. Nakreslime si
obrazek do jednotkové kruznice a vyznacim
sin(x) a cos(x). Najdeme v obrazku

pravouhly trojihelnik se zndmym dhlem,
jehoZ odvésny tvoii soufadnice bodu M.
K tomuto trojihelniku najdeme podobny
trojuhelnik s thlem v pravé horni ¢tvrtiné
(v 1. kvadrantu).

Vzhledem ke shodnosti obou trojihelnikt
plati:

sin210°=—sin30°:—%

V3

cos 30°

c0s210°=—-cos30°=—

Poznamka:
Hodnoty funkci je tedy moZzné vyjadfovat pomoci hodnoty funkce z intervalu <0, %> a to podle

nasledujici véty:

, pfiGemZ (7 — x) je thel

Necht xe <o,%> .pak plati f (x)=|f (z—x)|=|f (z+x) =|f (27~ x)

z 1L kvadrantu, (7 +x) z IIL kvadrantu, (27 — x)ze IV. kvadrantu.

Ve vysledku je tfeba zohlednit znaménko funkce v daném kvadrantu.

L I1. II1. IV.
oo o] (2] 3] oo
2 2 2 2
sin (x) + + _ _
cos (x) + - - +
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Priklad 1.
Vyjadfete hodnoty sin(x) a cos(x) pro:

a) x=1125° b)x=¥ﬂ' c) x=1680° d)x:%ﬂ'

(Ndpovéda: Najdéte nejdiive zdakladni thel.)

Piiklad 2.

Dopliite tabulku:
U[hfl 120 | 135 | 150 | 180 | 210 | 225 | 240 | 270 | 300 | 315 | 330 | 360
Uhel | 2 3 5 7 5 4 3 5 7 11

-7 -7 -7 T —7 -7 -7 -7 /4 —7 — 27
[rad] 3 4 6 6 4 3 2 3 4 6
sin (x)
cos(x)
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Nyni jiZ mizeme, za pouziti jednotkové kruznice, sestrojit grafy funkci.

Grafem funkce y =sin(x)je hladké kfivka zvand sinusoida.
| R

y=sinzr

I
I
[
2n !
i
I
I
I

C—

Graf funkce je soumé&rmny podle po¢atku soustavy soufadnic — funkce y =sin(x) je lichd —

musf platit sin(x)=—sin(—x).

Grafem funkce y = cos(x)je hladka kiivka zvand kosinusoida.
[ R

1 Y=cosx
| |
| |
N v |
,i 9] i 2n : 13t
\____1 /S L S | i

Graf funkce je soumérny podle osy y — funkce y =cos(x) je sudd — musi platit

cos(x)=cos(—x).
Poznamka:

o e 1 . oo .1
Z obrazk je vidét, ze obé kfivky jsou stejné, jen posunuté o Eﬂ' .

Shriime nyni vlastnosti obou funkci

y =sin(x) y =cos(x)

D(f)=R

periodicka s nejmensi periodou 27

H(f)=(-11)

shora i zdola omezena

maximum v bodé §+ k-2 maximum v bodé O+k-27

minimum Vv bodé%n’ +k- 27w minimum v bodé .+ k - 27

licha suda

rostouci v (—%+ k- 27z;§+ k- 27[) rostouci v (7 +k - 27,27+ k - 27)

klesajici v (% +k- 271';%75 +k- 27[) klesajici v (0+k - 27,7+ k- 27)
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Priklad 3.
Vyjadfete hodnoty sin(x) a cos(x) pro:

a) x=-1125°b) x=—%7r c) x=-1680°d) x=—1—317£

(Ndpovéda: VyuZijte sudost a lichost funkci.)

Cviceni 3.
Najdéte vSechny thly xe <O; 27), pro které plati sin x =% .

Jde o obracenou dlohu k dosavadnim tlohdm. Dosud jsme hledali pro tihly hodnoty

goniometrickych funkci, ted’ hleddme k hodnotam thly — staci si pamatovat tabulku
. . ) 1 .

goniometrickych hodnot a vime, Ze sm% = 5 Hledané ¢islo je x = %

Otazka je, zda neexistuji i dalsi feSeni? PomtiZeme si jednotkovou kruZnici.

sin (x) je y-ova hodnota soufadnice bodu na

A kruznici, vyznacim ji na y-ové ose. Vyznacim
vSechny body, jejichZ y-ova soufadnice

.1 1
je 5 — vodorovnou piimku y = 5 Nase

vodorovnd piimka se protind s kruzZnici
ve dvou bodech — existuji dva uhly, pro

. 1
které plati sin x = 5

" . . T , C v v
Jiz vime, Ze je x, = g . Z obrazku je vidét, Ze

lati x, =7-2 —éﬂ'
P 2 6 6
V intervalu <0; 27) existuji dvé €isla x, pro
et o 1 V4 5
které plati sinx=—: x,=—, x, =—7T.
2 6 6
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Poznamka:

Pfi feSeni je mozné vyuzit grafu dané funkce a tabulky znamének hodnot funkce. Z tabulky

i o ot e o ] ) : : L
zjistime, ve kterych intervalech lezi dana feSeni. ) — kladnd hodnota funkce sin (x) je nebyvana
. T T p 1o v s Tix . .
v intervalech (O’Ej’ (E’ﬂj — uloha ma dvé resSeni. Jiz staci vzit absolutni hodnotu ze
(1 xe o . A T ;-
zadaného ¢isla a zjistit hodnoty pro jednotliva feSeni. x, = 3 pro prvni interval a

X, =7~ z_ %75 pro druhy interval.

Priklad 4.
Najdéte viechny tihly xe (0;27), pro neZ plati:

a) cosxz% b) sinx=—-1 ¢) sinxz—% d) cosx=73
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Cviceni 4.
Nakreslete graf funkce y =sin (x + %j +1.

Pfi kreslen{ grafd funkei miiZeme postup zobecnit na funkei y = asin(bx+c)+d , kde jednotlivé

parametry maji tento vyznam:
Parametr a — urduje ,,roztazeni“ grafu ve svislém sméru (funkce y =sin(x) ma svislou

velikost 2, funkce y =asin(bx+c)+d ma svislou velikost 2a ). Pokud a < 0 graf funkce se

prevrati ve svislém sméru (kolem osy x).
Parametr b — urduje ,,roztaZeni* grafu ve vodorovném sméru (funkce y =sin(x) md nejmensi

2

periodu 27, funkce y = asin(bx+c)+d md nejmensi periodu "

). Pokud b < 0 graf funkce se

ptevrati ve vodorovném sméru (kolem osy y).
Parametr ¢ — spolu s parametrem b urcuje posunuti grafu ve vodorovném sméru (funkce

y=sin(x) ,,zacind“ v bod&x =0, funkce y=asin(bx+c)+d zalindvbod& bx+c=0 —
¢

x=——).
5 )

Parametr d — urcuje posunuti grafu ve svislém sméru (funkce y =sin(x) je soumérnd kolem

piimky y = 0, funkce y = asin(bx+c)+d je soumérnd kolem piimky y=d ).
. 1 1
Ze zadani je jasné, Ze budeme provadét posun po ose x o hodnotu —575 — vlevo o 57[ . Tento

graf pak posuneme po ose y o 1 nahoru.
. . T
y=sin(x) =y =sin (erzj —

y

[\

e

- /2 T/ /2 T 5w 3

4
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Priklad 5.
Nakreslete graf funkce:

b) y =|sin(x)

T 3
€) y=cos| x—— =sin| 3x+—7x
)y (x 4j )y (x > j

a)

a)y=2cos(x)

Py

y

c) y=cos3x

d) y=sin0,5x

g) y=cos(x—%j+1 h) y=2—sin(x+%j

A

w

N

—_—

17“

- -1t/2 /2

T

31/2

21

5m/2

3n
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N

w

N

—_—

-T -Tt/2 /2

T
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c)

N

w
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T
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27

Sm/2
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A

w
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e)
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